Системы счисления

Системы счисления – это способ представления чисел и соответствующие ему правила действия над числами. Разнообразные системы счисления, которые существовали раньше и которые используются в наше время, можно разделить на позиционные и непозиционные. Знаки, используемые при записи чисел называются цифрами. 

Язык чисел, как и обычный язык, имеет свой алфавит. В том языке чисел, которым сейчас пользуются практически во всем мире, алфавитом служат 10 цифр от 0 до 9. Этот язык называется десятичной системой счисления. Однако не во все времена и не везде люди пользовались десятичной системой. С точки зрения чисто математической она не имеет специальных преимуществ перед другими системами счисления. 

Позиционные системы счисления

В позиционных системах счисления величина, обозначаемая цифрой в записи числа, зависит от ее позиции. Количество используемых цифр называется основанием позиционной системы счисления. 

Система счисления, применяемая в современной математике, является позиционной десятичной системой. Ее основание равно 10, т.к. запись чисел производится с помощью 10 цифр: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. 

Позиционный характер этой системы легко понять на примере любого многозначного числа. Например в числе 333 первая 3 означает 3 сотни, вторая – 3 десятка, третья – 3 единицы (значение каждой цифры зависит от того места, которое эта цифра занимает). 

Для записи чисел в позиционной системе с основанием n нужно иметь алфавит из n цифр. Обычно для этого при n<10 используют n первых арабских цифр, а при n>10 к десяти арабским цифрам добавляют буквы. Вот примеры алфавитов нескольких систем:

	Основание
	Название
	Алфавит

	n=2
	двоичная
	0 1

	n=3
	троичная
	0 1 2

	n=4
	четверичная
	0 1 2 3

	n=5
	пятеричная
	0 1 2 3 4

	n=6
	шестеричная
	0 1 2 3 4 5

	n=7
	семеричная
	0 1 2 3 4 5 6

	n=8
	восьмеричная
	0 1 2 3 4 5 6 7

	n=10
	десятичная
	0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

	n=16
	шестнадцатиричная
	0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 A B C D E F


Если требуется указать основание системы, к которой относится число, то оно приписывается нижним индексом к этому числу:

1011012, 36718, 3B8F16 

Давайте запишем первые 17 чисел в двоичной и восьмеричной системах счисления:

	Основание системы счисления

	10
	2
	8
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	10
	2
	8


	0
	0
	0
	
	9
	1001
	11

	1
	1
	1
	
	10
	1010
	12

	2
	10
	2
	
	11
	1011
	13

	3
	11
	3
	
	12
	1100
	14

	4
	100
	4
	
	13
	1101
	15

	5
	101
	5
	
	14
	1110
	16

	6
	110
	6
	
	15
	1111
	17

	7
	111
	7
	
	16
	10000
	20

	8
	1000
	10
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Происхождение десятичной системы счисления

Всем нам эта система знакома с первого класса. Мы знаем этот ряд чисел от 0 до 9. Почему именно числу 10 отведена такая привилегированная роль? Человек, далекий от этих вопросов, ответил бы, вероятно, не задумываясь, так: дело просто в том, что число 10 – круглое, на него удобно умножать, любое число, поэтому удобно считать десятками, сотнями и т. д. Дело обстоит как раз наоборот: число 10 потому и круглое, что оно принято за основание системы счисления. При переходе к какой-либо иной системе счисления, скажем семеричной, где оно записывается в виде (13)7, его «круглость» немедленно исчезнет. 

Причины, по которым именно десятичная система оказалась общепринятой, совсем не математического характера. Десять пальцев рук – вот тот первоначальный аппарат для счета, которым человек пользовался, начиная с доисторических времен. По пальцам удобно считать от одного до десяти. Сосчитав до десяти, т. е. использовав до конца возможности нашего природного «счетного аппарата», естественно принять само число 10 за новую, более крупную единицу (единицу следующего разряда). Десять десятков составляют единицу третьего разряда и т. д. Таким образом, именно счет по пальцам рук положил начало той системе, которая кажется нам сейчас чем-то само собой разумеющимся. 

Появилась десятичная система, вероятно, в Индии. Выбор графических изображений для цифр, разумеется не принципиален. Современные изображения цифр - простая стилизация древних арабских цифр. Мароканский историк Абкелькари Боужибар считает, что арабским цифрам в их первоначальном варианте было придано значение в строгом соответствиии с числом углов, которые образуют фигуры. В самом деле, если посмотреть на рисунок, это предположение кажется не лишенным глубокого смысла.
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Так, единица создает лишь один угол, тройка - три, пятерка - пять и т.п. нуль не образует никакого угла, поэтому он не имеет никакого содержания. 

Другие системы счисления и их происхождение

Десятичная система счисления далеко не сразу заняла то господствующее положение, которое она имеет сейчас. В разные исторические периоды многие народы пользовались системами счисления, отличными от десятичной.

Так, например, довольно широкое распространение имела двенадцатеричная система. Ее происхождение связано, несомненно, тоже со счетом на пальцах, а именно, так как четыре пальца руки (кроме большого) имеют в совокупности 12 фаланг, то по этим фалангам, перебирая их по очереди большим пальцем, и ведут счет от 1 до 12. Затем 12 принимается за единицу следующего разряда и т. д. В устной речи остатки двенадцатеричной системы сохранились и до наших дней: вместо того чтобы сказать «двенадцать», мы часто говорим «дюжина». Многие предметы (ножи, вилки, тарелки, носовые платки и т. п.) очень часто считают именно дюжинами, а не десятками, (Вспомните, например, что сервиз бывает, как правило, на 12 или на 6 человек и значительно реже на 10 или на 5.) Сейчас уже крайне редко встречается слово «гросс», означающее «дюжину дюжин» (т. е. единицу третьего разряда в двенадцатеричной системе), но еще несколько десятков лет тому назад оно было довольно широко распространено, особенно в торговом мире. Дюжина гроссов называлась «масса», однако сейчас такое значение слова «масса» мало кому известно. (Хотя, возможно, именно в нем лежит корень таких употребительных выражений, как «масса дел», «масса людей» и т. п. (ср. с выражениями «тысяча дел» и т.д.).

Несомненные остатки двенадцатеричной системы счисления имеются у англичан – в системе мер (например, 1 фут = 12 дюймам) и в денежной системе (1 шиллинг = 12 пенсам).

Заметим, что с математической точки зрения двенадцатеричная система имела бы, пожалуй, некоторые преимущества перед десятичной, поскольку число 12 делится на 2, 3, 4 и 6, а число 10 только на 2 и 5, а больший запас делителей у числа, служащего основанием системы счисления, создает известные удобства в ее использовании.

В древнем Вавилоне, культура которого, в том числе и математическая, была довольно высока, существовала весьма сложная шестидесятиричная система. Мнения историков по поводу того, как именно возникла такая система, расходятся. Одна из гипотез, впрочем не особенно достоверная, состоит в том, что произошло смешение двух племен, одно из которых пользовалось шестеричной системой, а другое – десятичной. Шестидесятеричная система возникла как компромисс между этими двумя системами. Другая гипотеза состоит в том, что вавилоняне считали продолжительность года равной 360 суткам, что, естественно, связывалось с числом 60. Однако это предположение тоже нельзя считать достаточно обоснованным: астрономические познания древних вавилонян были довольно значительны, поэтому следует думать, что погрешность, с которой они определяли продолжительность года, была значительно меньше, чем 5 суток. Несмотря на то, что происхождение шестидесятеричной системы остается неясным, самый факт ее существования и широкого распространения в Вавилонском государстве достаточно хорошо установлен. Эта система, как и двенадцатеричная, в какой-то степени сохранилась и до наших дней (например, в делении часа на 60 минут, а минуты – на 60 секунд и в аналогичной системе измерения углов: градус = 60 минутам, 1 минута = 60 секундам). В целом, однако, эта система, требующая шестидесяти различных «цифр», довольно громоздка и менее удобна, чем десятичная.

По свидетельству известного исследователя Африки Стенли, у ряда африканских племен была распространена пятеричная система счисления. Связь этой системы со строением человеческой руки – первоначальной «счетной машины» – достаточно очевидна.

У ацтеков и майя – народов, населявших в течение многих столетий обширные области американского континента и создавших там высокую культуру, почти полностью уничтоженную испанскими завоевателями в 16–17 вв.,– была принята двадцатеричная система. Та же двадцатеричная система была принята и у кельтов, населявших Западную Европу, начиная со второго тысячелетия до нашей эры. Некоторые следы двадцатеричной системы кельтов сохранились в современном французском языке: например, «восемьдесят» по-французски будет quatre-vingts, т.е. буквально «четырежды двадцать». Число 20 встречается и во французской денежной системе: основная денежная единица – франк – делится на 20 су.

Из четырех перечисленных выше систем счисления (двенадцатеричной, пятеричной, шестидесятеричной и двадцатеричной), сыгравших наряду с десятичной заметную роль в развитии человеческой культуры, все, кроме шестидесятеричной, источники которой неясны, связаны с тем или иным способом счета по пальцам рук (или и рук, и ног), т. е. имеют, подобно десятичной системе, несомненное «анатомическое» происхождение.

Как показывают приведенные выше примеры (иx число можно было бы значительно увеличить), многочисленные следы этих систем счисления сохранились до наших дней и в языках многих народов, и в принятых денежных системах, и в системах мер. Однако для записи чисел и для выполнения тех или иных вычислений мы всегда пользуемся десятичной системой.

Развернутая форма числа

Развернутая форма записи числа – это запись в виде разрядных слагаемых, записанных с помощью степени соответствующего разряда и основания степени=10.

Рассмотрим примеры: 

3247810 = 3·10000 + 2·1000 + 4·100 + 7·10 + 8 = 

= 3·104 + 2·103 + 4·102 + 7·101 + 8·100 

1123 = 1·102 + 1·101 + 2·100 

1011012 = 1·105 + 0·104 + 1·103 + 1·102 + 0·101 + 1·100 

15FC16 = 1·103 + 5·102 + F·102 + C·100 

Перевод из десятичной системы счисления в другие

Перевод целых чисел из десятичной системы счисления в системы счисления с другим основанием выполняется методом последовательного деления данного числа и получаемых неполных частных на основание новой системы счисления, полученные остатки и являются цифрами числа в новой системе счисления. Рассмотрим примеры:



	10010=4005
	10010=11001002
	3710=1001012
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Перевод в десятичную систему счисления

Перевод целых чисел из системы счисления с основанием q (недесятичной системы) в десятичную систему счисления выполняется по правилу: если все слагаемые в развернутой форме недесятичного числа представить в десятичной системе и вычислить полученное выражение по правилам десятичной арифметики, то получится число в десятичной системе, равное данному. Рассмотрим примеры:

1123 = 1 · 32 + 1 · 31 + 2 · 30 = 9 + 3 + 2 = 1410
1011012 = 1 · 25 + 0 · 24 + 1 · 23 + 1 · 22 + 0 · 21 + 1 · 20 = 32 + 0 + 8 + 4 + 1 = 4510
15FС16 = 1 · 163 + 5 · 162 + 15(F) · 161 + 12(С) · 160 = 4096 + 1280 + 240 + 12 = 562810
Двоичная арифметика

Правила выполнения арифметических операций с двоичными числами отличаются большой простотой.

Сложение двоичных чисел проводится в соответствии со следующими правилами: 

0 + 0 = 0
0 + 1 = 1
1 + 0 = 1
1 + 1 = 0 и 1 переносится в следующий, старший разряд. 

Вычитание выполняется по следующим правилам: 

  0 – 0 = 0
10 – 1 = 1 (единица занимается из соседнего, старшего разряда)
  1 – 0 = 1
  1 – 1 = 0 

Таблица умножения имеет очень простой вид: 

0 × 0 = 0
0 × 1 = 0
1 × 0 = 0
1 × 1 = 1 

Деление чисел в двоичной системе похоже на выполнение этой операции в десятичной системе. Оно сводится к последовательному вычитанию делителя из делимого.

Вы видите, что арифметические действия с двоичными числами выполняются очень легко, поэтому работа компьютера и основана на двоичном кодировании.

Непозиционные системы счисления

Кроме позиционных, существуют и другие – непозиционные системы счисления, построенные на иных принципах.

В непозиционных системах счисления от положения цифры в записи числа не зависит величина, которую она обозначает. Общеизвестным примером такой системы является римская система (римские цифры). В римской системе в качестве цифр используются латинские буквы: 

	I
	V
	X
	L
	C
	D
	M

	1
	5
	10
	50
	100
	500
	1000


В этой системе имеется некоторый набор основных символов и каждое число представляется как комбинация этих символов; смысл каждого символа не зависит от места котором он стоит. 

В римских числах цифры записываются слева направо в порядке убывания. В таком случае их значения складываются: 

	VI = 5 + 1 = 6
	LX = 50 + 10 = 60


Если же слева записана меньшая цифра, а справа большая, то их значения вычитаются: 

	IV = 5 – 1 = 4
	XL = 50 – 10 = 40


Рассмотрим числа: 

а) LXXXVII = (50 + 30) + (5 + 2) = 87. В данном примере цифра Х, участвуя 3 раза, каждый раз означает одну и ту же величину – 10 единиц. 

б) MCMXCVI = 1000 + (1000 - 100) + (100 - 10) + (5 + 1) = 1996 
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Римские цифры мы часто встречаем и сейчас, например, на циферблатах часов, в книгах при нумерации глав, в обозначении веков. Однако, в математической практике они не применяются. Позиционные системы удобны тем, что позволяют записывать большие числа с помощью сравнительно небольшого количества знаков. Еще более важное преимущество позиционных систем – это простота и легкость выполнения арифметических операций над числами. Попробуйте для сравнения перемножить два трехзначных числа, записав их римскими цифрами. 

Методические рекомендации

С самых первых уроков в 5 классе учащимся даются первоначальные представления о предмете информатики, об информации в широком смысле этого слова, об основных областях деятельности человека, связанных с применением информатики и ЭВМ. Важное мировоззренческое значение имеет раскрытие роли знаний об информационных процессах в живой природе, обществе, технике в формировании современной картины мира.

Представление текстовой (символьной) информации. На следующем этапе обучения учащиеся знакомятся с термином «кодирование» и «декодирование», с различными языками, применяемыми для передачи информации, что значит алфавит какого-либо языка, с различными способами кодирования текста. После знакомства с теоретической частью учащиеся на конкретных примерах, используя различные кодировочные таблицы или шифры, убеждаются, что одну и ту же информацию можно закодировать и передать по-разному.

В ходе выполнения этих заданий учащиеся убеждаются, что процесс кодирования и декодирования является взаимо-обратной операцией.

Итак, выясняем, что необходимым компонентом любого информационного процесса является кодирование (и декодирование) информации.

Представление числовой информации. Изучение начинается в 5 классе. Учащиеся знакомятся с понятием «система счисления», как разделяются все системы счисления, которые существовали раньше и которые используются в наше время, с понятием основание позиционной системы счисления. На этом же уроке школьники узнают о: 

– особенностях строения позиционных систем счисления не только на примере десятичной системы, но и других (двоичной, троичной, четверичной, восьмеричной, шестнадцатеричной и т.п.);

– исторических предпосылках возникновения той или иной системы счисления;

– примерах, показывающих, что многочисленные следы разных систем счисления сохранились до наших дней в языках многих народов, в устном народном творчестве, в принятых денежных системах и системах мер некоторых стран, в измерении времени и геометрических углов.

После знакомства с теоретической частью вопроса учащимся дается задание: записать первые 25 чисел натурального числового ряда в разных системах счисления (например, в четверичной и семеричной системах) и на этих пример сделать вывод об особенностях позиционной системы счисления. В общем виде его можно сформулировать так: для записи числа в системе счисления с основанием n требуется n различных знаков (цифр), изображающих числа; n единиц какого-либо разряда образует единицу следующего разряда.

На следующем уроке мы знакомимся с системами счисления, основанными на совершенно других принципах – непозиционными системами счисления. На примере общеизвестной римской системы (римских цифр) рассматриваются правила записи и образования чисел, а также смысл непозиционной системы счисления. Приводятся примеры некоторых других непозиционных систем счисления.

Сравнивая позиционные и непозиционные системы делаются выводы об их принципиальном различии, о том, почему человечество пользуется именно позиционной десятичной системой счисления.

В качестве домашнего задания учащимся дается возможность самим придумать свою непозиционную систему счисления и записать в ней некоторые числа.

В курсе информатики 6 класса мы возвращаемся к понятиям позиционные и непозиционные системы счисления, но более подробно рассматриваются позиционные системы счисления, а именно такие вопросы: 

– развернутая форма записи числа в позиционной системе счисления с основанием q;

– перевод целых чисел из системы счисления с основанием q в десятичную систему счисления;

– перевод целых чисел из десятичной системы счисления в системы счисления с другими основаниями.

Представление информации в ЭВМ (двоичная форма представления информации). В курсе обучения 6 класса опять рассматривается тема «Кодирование информации», но уже применительно к современной вычислительной технике, т.к. любая информация в ЭВМ может быть представлена в виде последовательностей двоичных символов – битов. Такое кодирование и называется двоичным. Здесь речь идет о кодировании в узком смысле. Широкое применение двоичного кодирования информации связано с автоматизацией процессов передачи и обработки информации. Учащиеся знакомятся с понятиями «бит» и «байт» как единицами измерения информации.

Рассматривается, почему двоичное кодирование широко внедряется для представления в компьютере букв, цифр, знаков действий, знаков препинания и других символов. Учащиеся узнают о том, что в большинстве компьютеров используется международная таблица кодировки, получившая название ASCII (от англ. American Standard Code for Informational Interchange – американский стандартный код для информационного обмена), в которой с помощью последовательностей из 8 нулей и единиц (бит) можно закодировать 256 разных символов.

При разработке предлагаемого пособия была использована литература: 

1. Информатика. Задачник-практикум в 2 т./Под ред. И. Г. Семакина, Е. К. Хеннера – М.: Лаборатория Базовых Знаний, 1999. 

2. Информатика: учебник и рабочая тетрадь для 5 класса/ Л. Л. Босова. – М.: «Бином. Лаборатория знаний», 2003 

3. Симонович С. В., Евсеев Г. А. Занимательный компьютер: Книга для детей, учителей и родителей. – М.: АСТ-ПРЕСС, 1999. 

4. Коляда М. Г. Окно в удивительный мир информатики. – Донецк: Сталкер, 1997. 

5. Кёршан Б., Новембер А., Стоун Дж. Основы компьютерной грамотности: Пер. с англ. – М.: Мир, 1989. 

6. Голубев В. С. Представление информации, системы счисления и основы логики. «Информатика», приложение к газете «Первое сентября» №9, 2001. 

7. Фомин С. В. Системы счисления. - М.: Наука. Глав. ред. физ.-мат. лит., 1987 (Популярные лекции по математике). 

8. Багрянцев Б. И., Решетов П. И. Учись морскому делу. – 2-е изд., – М.: ДОСААФ, 1986. 

Данное пособие может быть использовано в массовой практике учителями информатики, в том числе в системе дополнительного образования, а тема «Системы счисления» и учителями математики как средней, так и старшей школы. Темы «Кодирование информации» и «Непозиционные системы счисления» с успехом можно применять в кружковой работе с целью расширения кругозора и развития мыслительных способностей, умений и навыков обработки информации. Кроме того, полученные умения и навыки кодирования могут пригодиться в дальнейшей практической деятельности, особенно мальчикам.

