	
 


 МАТЕМАТИЧЕСКИЕ КРУЖКИ.
Основным видом внеклассной работы по математике в школе являются математические кружки. Они вызывают интерес учащихся к предмету, способствуют развитию математического кругозора, творческих способностей учащихся, привитию навыков самостоятельной работы. Повышают качество общей математической подготовки учащихся.

Одна из главных целей математического кружка познакомить учащихся с общими подходами к решению разнообразных математических задач. Большую роль в этом имеют сугубо математические методы и подходы. К ним можно отнести и метод полного перебора, и метод координат, принцип Дирихле, метод математической индукции и другие.

В своей практике работы со способными детьми и детьми, увлечёнными математикой я, конечно, использую возможности математического кружка. Эти занятия проводятся один раз в неделю во внеурочное время. При составлении плана работы кружка, учитываются интересы и пожелания учащихся. 

Тематический план занятий математического кружка в девятом классе.

(1 ч. в нед. – 32 ч.)

1. Многочлены. Деление многочленов. Теорема Безу.               – 3 ч. 

2. Решение целых уравнений. Теоремы о корнях. 

     Метод замены переменной. Возвратные уравнения.               – 3 ч.

3. Решение уравнений с модулями и параметрами.                    – 3 ч.

4. Диофантовы уравнения. Решение задач.                                  – 3 ч.

5. Решение геометрических задач. Метод координат.                – 3 ч.

6. Решение неравенств. Метод интервалов. 

     Решение неравенств с модулями и параметрами.                    – 4 ч.

7. Метод математической индукции.                                             – 3 ч.

8. Задачи на построение.                                                                 – 4 ч.

9. Элементы комбинаторики.                                                         – 3 ч.

10. События и вероятности.                                                            – 3 ч.

     В качестве примера, предлагаю примерное содержание занятий по теме «Диофантовы уравнения».

Диофантовы уравнения.

Учебно-воспитательные цели:  одна из целей математического кружка – подготовка учащихся к олимпиадам по математике. Олимпиадные задачи, это, как правило, нестандартные задачи и среди них не редко встречаются задачи, решение которых приводит к диофантовым уравнениям, поэтому целесообразно рассмотреть эту тему на занятиях кружка.

План занятий:
Занятие  1:          1).   Выступление учащегося с исторической справкой о                                                          

                               жизни Диофанта.

                              2).   Диофантовы уравнения  I и II степеней. Решение 
                              диофантовых уравнений  II степени.

                              3).   Решение логических задач и задач повышенной                                                                               

                              сложности.

Занятие  2, 3:      1).    Решение диофантовых уравнений  I  степени и 

                              задач к ним сводящимся.

                              2).    Решение логических задач и задач повышенной                                                                               

                              сложности.

Занятие 1.

Путник! Здесь прах погребён Диофанта.

И числа поведать могут, о чудо, сколь долог 

                                                  был век его жизни.

Часть шестую его представляло прекрасное  

                                                          детство.

 Двенадцатая часть протекла ещё жизни –  

                      покрылся пухом тогда подбородок.

Седьмую - в бездетном браке провёл Диофант..

 Прошло пятилетие; он был осчастливлен  

              рождением прекрасного первенца сына,

 Коему рок  половину лишь жизни прекрасной и  

                                                                  светлой

 Дал на земле по сравнению с отцом..

 И в печали глубокой старец земного удела                                                            

                                                     конец воспринял, Переживши года четыре с тех пор, 

                                                   как сына лишился.

                             Скажи, сколько лет жизни достигнув,                              

                                                               смерть воспринял Диофант?

История сохранила мало сведений о жизни древнего математика Диофанта. Всё, что о нём известно подчерпнуто из надписи на его гробнице – надписи, составленной в виде математической задачи.

Составив уравнение и решив, его мы узнаем следующее: Диофант женился в 21 год, стал отцом на 38 году, потерял сына на 80 и умер, прожив 84 года. Жил Диофант, по-видимому, в III в. н.э.

         В своём труде «Арифметика» он вводит обозначения для неизвестных и другие математические знаки, но самое интересное у Диофанта – решение так называемых неопределённых уравнений или как их теперь называют диофантовых уравнений. Сегодня мы записываем эти уравнения так:

ах + ву = с;

а, в, с   в этом уравнении являются целыми числами, и решаются эти уравнения в целых числах. В теории чисел созданы специальные методы решения диофантовых уравнений.

Решение уравнений в целых числах - увлекательная задача. До конца она решена только для уравнений I и II степени. Решение диофантовых уравнений I и II степеней с двумя переменнми мы и рассмотрим.

  Уравнения II степени.

№  1.1.

         Решить в натуральных числах уравнение:   m2 – n2 = 2001.

Решение:
          m2 – n2 =(m – n)(m + n),  2001 = 3∙667 = 3∙23∙29,   то

2001 = 2001∙1 = 3∙667 = 23∙87 = 29∙69.

Т.к.  m € N,  n € N  то  m + n > m – n,  отсюда:

   m – n = 1  или      m – n = 3    или     m – n =23     или      m – n =29

   m + n = 2001        m + n =667            m + n =87                 m + n =69,

отсюда      m =1001 или      m = 335 или      m = 49 или        m = 55

                  n = 1000,             n = 332,             n = 20,                n = 32.


                                              Ответ:  (1001;1000);(335;332);(49;20);(55;32).

  Решить в целых числах уравнение.

          №  1.2.
          х2 – у2 = 85.                           Ответ:  (43;42);(-43;-42);(43;-42);(-43;42);       

                            (11;6);(-11;-6);(11;-6);(-11;6).

№  1.3.
         х2 – ху – х + у = 1.


Решение:
          х2 – ху – х + у = х(х – у) - (х – у) = (х – у)(х – 1) ;

1 = 1∙1 = (-1)∙(-1),  отсюда

      х –1 =1  или         х – 1 = -1  или         х = 2  или        х = 0

      х – у = 1,              х – у = -1,                 у = 1,               у = 1.

                                                           Ответ:  (2;1);(0;1).

№  1.4.  

3ху + 2х + 3у = 0.


Решение:
3ху + 2х + 3у =3ху + 2х + 3у + 2 - 2 = 3у(х + 1) + 2(х + 1) – 2 = 

=(х + 1)(3у + 2) – 2,
(х + 1)(3у + 2) = 2,


2 = 1∙2 = 2∙1 = (-2)∙(-1) = (-1)∙(-2).

   3у + 2 = 1  или      3у + 1 = 2  или      3у + 1 = -1  или      3у + 1 = -2

   х + 1 = 2,                х + 1 =1,                х + 1 = -2,               х + 1 = -1;

      х = 2         или       х = 0          или       х = -3         или       х = -2

      у ¢ Z,                     у = 0,                      у = -1,                      у ¢ Z.







Ответ:  (0;0);(-3;-1).

№  1.5.

х2 – 3ху = х – 3у + 2.


Решение:
х2 – 3ху - х + 3у = 2,    (х – 1)(х – 3у) = 2,

2 = 1∙2 = 2∙1 = (-2)∙(-1) = (-1)∙(-2).

      х – 1 = 1  или        х – 1 = 2  или           х – 1 = -1  или         х – 1 = -2

      х – 3у = 2,             х – 3у = 1,                 х – 3у = -2.              х – 3у = -1;

            х =2    или          х = 3   или         х = 0   или         х = -1

            у = 0,                   у ¢ Z,                у ¢ Z,                 у = 0.

                                                              Ответ:  (2;0);(-1;0).

№  1.6.
у – х – ху = 2.


Решение:
у – ху –х + 1 = 3,    (у + 1)(1 - х) = 3,

3 = 1·3 = 3·1 = (-1)·(-3) = (-3)·(-1).

      у + 1 = 1  или        у + 1 = 3   или        у + 1 = -1   или        у + 1 = -3

      1 – х =3,                 1 – х =1,                 1 – х = -3,                 1 – х = -1.

      у = 0       или         у = 2         или         у = -2         или         у = -4

      х =-2,                     х = 0,                        х = 4,                        х = 2.

II способ:

у = (х + 2) / (1 – х) = - 1 – 3 / (х – 1),

х – 1 = ± 1; ± 3, отсюда  х = 2; 0; 4; -2,  соответственно  у = -4; 2; -2; 0.            


                                                      Ответ:  (-2;0);(0;2);(2;-4);(4;-2).


№  1.7.

х2 – 3ху + 2у2 = 3.


Решение:
х2 – ху – 2ху + 2у2 = 3,   (х – 2у)(х – у) = 3,

3 = 1·3 = 3·1 = (-1)·(-3) = (-3)·(-1).

      х – 2у = 1  или         х – 2у = 3   или         х – 2у = -1   или        х – 2у = -3

      х – у = 3,                  х – у = 1,                    х – у = -3,                  х – у = -1;

      у = 2          или         у = -2          или         у = -2           или        у = 2

      х = 5,                        х = -1,                         х = -5,                        х = 1.

                                                                 Ответ:  (-5;-2);(-1;-2);(1;2);(5;2).


№  1.8.
у + 4х + 2ху = 0.


Решение:
у + 4х + 2ху + 2 – 2 = 0,  (2х + 1)(2 + у) = 2,

2 = 1∙2 = 2∙1 = (-2)∙(-1) = (-1)∙(-2).

      2х + 1= 1   или        2х + 1= 2   или        2х + 1= -1   или        2х + 1= -2

      2 + у = 2,                  2 + у = 1,                 2 + у = -2,                 2 + у = -1;

      у = 0          или         у = -1        или          у = -4         или         у = -3

      х = 0,                        х ¢ Z,                         х = -1,                       х ¢ Z.

                                                                   Ответ:  (-1;-4);(0;0).

№  1.9.
х2 – ху + 5х – 9 = 0.


Решение:
у = (х2 + 5х – 9) / х,   у = х + 5 – 9/х,

у € Z,  при  9/х € Z,  х = ±1; ±3; ±9.

   х = -1,   у = 13;           х = 3,     у = 5;

   х = 1,    у = -3;            х = -9,    у = -3,

   х = -3,   у = 5;             х = 9,      у = 13.

                                                            Ответ:    (-9;-3);(-3;5);(-1;13);
                                                                           (1;-3);(3;5);(9;13).

Логические и занимательные задачи.


№  2.1.

          Докажите, что сумма всех натуральных чисел, в записи которых каждая из цифр от 1 до 9 встречается ровно один раз делится на  999 999 999.


Решение:

Каждая из цифр от 1 до 9 встречается в каждом разряде одинаковое число раз. Пусть это будет k раз. Тогда сумма цифр, стоящих в каждом разряде, равна k(1 + 2 + 3 + … + 9) = 45k, а сумма всех чисел отсюда равна 45k(1 + 10 + 100 + … + 108) = 

= 45k·111 111 111 = 5k·999 999 999.


№  2.2.

За   весну  Обломов  похудел  на   25%,   за    лето   поправился   на   20%,

за   осень  похудел  на  10%,   а   за  зиму  прибавил  в  весе  на   20%.    Похудел

или  поправился   Обломов  за  этот  год?


Решение:

Пусть М – первоначальная масса, а М1 – масса Обломова в конце года.

М1 = (((М·0,75)·1,2)·0,9)·1,2 = 0,972М.

                                                                  Ответ:  Обломов похудел.


№  2.3.

Имеется три сосуда, емкостью 9, 5 и 4 литра, причем, первый наполнен жидкостью, а остальные пустые. Как отлить 3 литра?


Решение:

Решение удобно оформить в виде таблицы.

	  1  сосуд
	9
	5
	5
	1
	1
	6
	6
	2

	  2  сосуд
	0
	0
	4
	4
	5
	0
	3
	3

	  3  сосуд
	0
	4
	0
	4
	3
	3
	0
	4


Занятие 2, 3.

Решение диофантовых уравнений I степени

ах + ву = с.

№  1.1.

Решить в целых числах   5х + 10у = 21.


Решение:
5(х + 2у) = 21,  т.к. 21 ≠ 5n,  то корней нет.


№  1.2.
Решить в натуральных числах  3х + 9у = 51.


Решение:
3(х + 3у) = 3∙17,  х = 17 – 3у,

у = 1,  х = 14;

у = 2,  х = 11;

у = 3,  х = 8;

у = 4,  х = 5;

у = 5,  х = 2;

у = 6,  х = -1,  -1¢ N.                                         

                                                                Ответ:  (2;5);(5;4);(8;3);(11;2);)14;1).


№  1.3.


Можно ли разместить 718 человек в 4-х и 8–ми местных каютах, так что бы в каютах не было свободных мест?


Решение:


Пусть 4-х  местных кают – х, а 8-ми местных – у, тогда:

4х + 8у = 718,  2х + 4у = 309,  2(х + 2у) = 309,  309 ≠ 2n.

                                                                 Ответ:  нельзя.


Вывод:  если а и в имеют общий делитель, а с его не имеет, то целочисленных решений уравнение не имеет.


№  1.4.

Доказать, что на прямой 124х + 216у = 515 нет ни одной точки с целочисленными координатами.


Решение:
НОД(124;216) = 4,    515 ≠ 4n,   значит, целочисленных решений нет.


Если с делится на НОД(а;в), то уравнение имеет решения в целых числах.

Рассмотрим на конкретном примере решение этого случая.


№  1.5.


Стоимость товара 23 рубля, покупатель имеет только 2-х рублевые, а кассир 5-ти рублевые монеты. Можно ли осуществить покупку без предварительного размена денег?

Решение:
         Пусть х – количество 2-х рублевых монет, у – количество 5-ти рублевых монет, тогда   2х – 5у = 23, где  х,у € N.

        Уединим неизвестное с меньшим коэффициентом, т.е. 2х, получим:  2х = 23 + 5у,  откуда  х = (23 + 5у) ∕ 2 = 11 + 2у + (1 + у) ∕ 2.

        Получаем, х будет целым, если (1 + у)/2  есть число целое. Пусть  

(1 + у)/2 = t,  где  t € Z,  тогда  у = 2t – 1.

x = 11 + 2y + (1 + y)/2 = 11 + 4t –2 + (1 + 2t – 1)/2 = 5t + 9.

       T.o.    x = 5t + 9,  a   y = 2t – 1,  где  t € Z.

      Задача имеет множество целочисленных решений. Простейшее из них  при t = 1,  x =14,  y = 1,  т.е. покупатель даст четырнадцать  2-х рублёвых монет и получит сдачу одну 5-ти рублёвую монету.

                                                               Ответ:  можно.


№  1.6.


При ревизии торговых книг магазина одна из записей оказалась залитой чернилами и имела такой вид:

     «Шерсть - ☼ метров – 49,36 рублей за метр - ☼☼☼7,28 руб.»

         Невозможно было разобрать число проданных метров, но было несомненно, что число это не дробное; в вырученной сумме можно было различить только три последние цифры, да установить еще, что перед ними были три какие-то другие цифры.


Можно ли по этим данным восстановить запись?


Решение:

         Пусть число метров было  х, тогда стоимость товара в копейках –  4936х. Три залитые цифры в сумме обозначим за  у, это число тысяч копеек, а вся сумма в копейках выразится так (1000у + 728).


Получаем уравнение   4936х = 1000у + 728, поделим его на 8

617х – 125у = 91,  где  х,у € Z,  x,y ≤ 999.


Решим уравнение, как было показано в предыдущей задаче.

125у =617х – 91,  у = 5х – 1 + (34 – 8х)/125 = 5х – 1 + 2(17 – 4х)/125 =

= 5х – 1 + 2t,  где t = (17 – 4х)/125,  t € Z.


Из уравнения  t = (17 – 4х)/125 получаем х = 4 – 31t + (1 – t)/4 =

= 4 – 31t + t1, где  t1 = (1 – t)/4,  отсюда  t = 1 - 4t1,  

a   x = 125t1 – 27,  y = 617t1 – 134.

         По условию мы знаем, что  100 ≤ y < 1000, следовательно

100 ≤617t1 – 134 < 1000,  получаем  t1 ≥ 234/617 и t1 < 1134/617, очевидно, что если  t1 € Z, то t1 = 1, тогда х = 98, а   у = 483.


Значит, было отпущено 98 метров на сумму 4837,28 рублей. Запись восстановлена.

№  1.7.


Требуется на один рубль купить 40 штук почтовых марок – копеечных, 4- копеечных и 12 – копеечных. Сколько марок каждого достоинства можно купить?

Решение:

Можно составить два уравнения:

x + 4у + 12z = 100  и   x + y + z = 40,  где х – число копеечных марок, 

у – 4-копеечных, z – 12-копеечных. Вычитая из первого уравнения второе получаем:   3у + 11z = 60,  y = (60 - 11z)/3 = 20 - 11· z/3.

Пусть z/3 = t,  z = 3t,  где t € Z . Тогда получаем, если 

х + у + z = 40  и  z = 3t, а  у = 20 - 11t,  х = 20 + 8t.  Т.к.  х ≥ 0, у ≥ 0, 

z ≥ 0, то 0 ≤ t ≤ 20/11,  откуда   t = 0, или  t = 1.


Тогда соответственно получаем:

                 t = 0,  х = 20,  у = 20,  z= 0;

                 t = 1,  х = 28,  у = 9,    z = 3.


Итак, покупка марок может быть произведена только двумя способами, а если поставить условие, чтобы была куплена хотя бы одна марка каждого достоинства, - только одним способом.


№  1.8.


Ученику дали задание из 20 задач. За каждую верно решенную он получает 8 баллов, за каждую, не решенную, с него снимают 5 баллов. За задачу, за которую он не брался – 0 баллов. Ученик в сумме набрал 13 баллов. Сколько задач он брался решать?


Решение:

Пусть верно решенных задач - х, а неверно решенных – у, не рассмотренных –z. Тогда х + у + z = 20, а  8х – 5у = 13.

у = (8х –13)/5 = х – 2 + 3(х – 1)/5 = х – 2 + 3t,  где  t = (х – 1)/5, а 

 х = 5t + 1. По условию х + у ≤ 20, значит  0 < t ≤ 20/13,  т.е.  t = 1,

х = 6,  у = 7.                                              

                                                              Ответ:   ученик брался решать 13 задач,

                                                                           6 решил, с 7 не справился.


№   1.9.

Иванушка Дурачёк бьется со Змеем Горынычем, у которого 2001 голова. Махнув мечем налево, Иван срубает 10 голов, а взамен вырастают 16. Махнув, мечем направо – срубает15, вырастают – 6. Если все головы срублены – новых не вырастает. Махать можно в произвольном порядке, но если голов меньше 15, то только налево, а если меньше 10, то вообще нельзя. Может ли Иванушка Дурачек победить Змея Горыныча?


Решение:
      

        Переформулируем задачу: можно ли срубить 1986 голов? Тогда, оставшиеся 15, Иван срубит одним ударом направо и новых не вырастет.


Пусть х – число ударов направо, а у – число ударов налево, тогда   1986 – 9х + 6у = 0. Поделим  всё уравнение на 6, получим

3х – 2у = 662.

у = (3х – 662)/2 = х –331 + х/2, пусть  х/2 = t, тогда 

x = 2t,  a  y = 3t – 331.

Т.к.  х ≥ 0,  у ≥ 0,  то t ≥ 111, отсюда  t = 111,  х = 222,  у = 2.


Получаем:

ударив 220 раз направо, Иван срубает 1980 голов и у Змея остаётся 21 голова; затем 2 удара налево и у Змея вырастают 12 голов, всего их становится 33; следующие 2 удара направо лишают Змея 18 голов и оставшиеся 15 Иван срубает последним ударом направо и новых голов уже не вырастает.

                                                          Ответ:   220 ударов направо, 2 удара налево 

                                                                         и ещё 3 удара направо. 

       №  1.20.
                                                 У игрального кубика грани пронумерованы –1, 2, 

                                               3, 4, 5, 6. Из 5 таких кубиков сложили башню и 

                                                сосчитали сумму очков на всех видимых гранях,

                                                после того как сняли верхний куб сумма

                                               уменьшилась на 19, какое число оказалось 

                                               на верхней грани верхнего куба?          

                                                                    Решение:

                                                          Сумма очков одного куба – 21.       

                                               Пусть х – количество очков на нижней грани

                                               верхнего куба, а   у – количество очков на верхней

                                               грани следующего куба.


                                     При снятии верхнего куба, пропадают очки 5                                  граней верхнего куба, сумма очков которых (21 – х), а появляется грань на которой у очков, значит, сумма очков уменьшилась на   (21 – х) - у , а по условию это 19, отсюда:     (21 – х) – у = 19,

                                               х + у = 2.

Отсюда  у = 2 – х, а по условию 1 ≤ х ≤ 6,  1 ≤ у ≤ 6, значит единственное решение  х = у = 1.                                                                                    

                                                                            Ответ:  1.


№  1.21.   Задача Фибоначчи.


Некто купил 30 птиц за 30 монет одного достоинства. За каждых 3 воробьёв уплачена одна монета, за 2 снегиря – 1 монета, за 1 голубя – 2 монеты. Сколько птиц каждого вида было?


Решение:



Пусть воробьёв было – х, снегирей – у, а голубей – z. Тогда, согласно условию  х + у + z = 30    и   1/3x + 1/2y + 2z = 30.


Получаем   х + у + z = 30    и   2x + 3y + 12z  = 180,  или

y + 10z = 120,   y = 120 – 10z,  где по условию  х ≤30, у ≤ 30, z ≤ 30. 

Отсюда следующие варианты  (0;20;10);  (9;10;11);  (18;0;12).

                                              Ответ:    воробьев – 0, снегирей – 20, голубей – 10;

                                                             воробьев – 9, снегирей – 10, голубей – 11;

                                                             воробьев – 18, снегирей – 0, голубей – 12.

Занимательные и нестандартные задачи.

№  2.1.

Не решая уравнения   2х2 – 3х – 9 = 0  найдите 

А = х2/(х1 + 1) + х1/(х2 + 1).


Решение: 


По формулам Виета    х1 + х2 = 1,5  и   х1 ∙ х2 = -4,5.

А = (х22 + х2 + х12 + х1) / (1 + х1)(1 + х2) = 

= ((х1 + х2) + (х1 + х2)2 – 2х1х2) / ((х1+ х2) + х1х2 + 1) =

= (1,5 + 2,25 + 9) / (1,5 – 4,5 + 1) =12,75 / (-2) = - 6,375.

                                                                        Ответ:  - 6,375.   

       №  2.2.

В прямоугольном треугольнике высота, опущенная из вершины прямого угла в 4 раза меньше гипотенузы. Найдите углы треугольника.


Решение:
А     Н                                Отметим точку О - середину гипотенузы АВ.

Точка О – будет являться центром описанной около треугольника АВС окружности и ОА = ОВ = ОС = R = 1/2АВ.
[image: image1.wmf]
           По условию СН = 1/4 АВ = 1/2ОС.                      

С                                                           В      

В  Δ СНО,  ∟Н = 90º  и катет СН равен 1/2  гипотенузы ОС, значит ∟О = 30º.

Δ АОС – равнобедренный, АО = ОС  и ∟О = 30º, значит  ∟А = ∟С = 75º.

 Δ АВС,  ∟С = 90˚,  ∟А = 75˚,  следовательно ∟В = 15º.

                                                                       Ответ:  ∟А = 75˚, ∟В = 15º.

          №  2.3.

Трёхзначное число делится на 9. Докажите, что если из цифр этого числа сделать всевозможные перестановки и полученные трёхзначные числа сложить, то полученная сумма будет делиться на 1998.            

         Решение:

Т.к.   авс : 9, то а + в + с = 9n, где n € N.

авс + асв + вса + вас + сав + сва = 2(а + в + с) + 20(а + в + с) + 

 + 200(а + в + с) = 222(а + в + с) = 222 · 9n = 1998n.                                     


№  2.4.

Докажите, что четырёхзначное число, не имеющее делителей меньше 100 – простое.


Решение:

Применим метод крайнего.

Предположим противное, пусть х – число составное. Рассмотрим наименьший из его делителей, это 100. Тогда х : 100 = с,  с – также делитель х, значит его меньшее значение – 100, но  100 ∙ 100 = 10000 – число пятизначное, во всех других случаях результат будет большим.
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